Matritzen :

Definitionen: A und B gleichartig A, B : Anzahl von Spalten und Zeilen gleich
Spur von A Summe der Hauptdiagonalelemente von A
Diagonalmatrix Alle Elemente bis auf Hauptdiagonale =0
obere Dreiecksmatrix Alle Elemente unterhalb der Hauptdiagonalen =0
untere Dreiecksmatrix Alle Elemente oberhalb der Hauptdiagonalen =0
A symetrisch Elemente spiegelsymetrisch zur Hauptdiagonalen (nxn) , Hauptdiagonale egal
A schiefsymetrisch aix = - (nxn , alle Hauptdiagonalelemente =0)
Einheitsmatrix E , Alle Elemente der Hauptdiagonalen =1, sonst 0
Transponierte von A AT = (a3)" = a (AT=A > A quadratisch und symetrisch)
A orthogonal (nxn) A=A

Zeilenmatrix*Spaltenmatrix=Zahl

Spaltenmatrix*Zeilenmatrix=Matrix

Matrix*Spaltenmatrix=Spaltenmatrix
Rechenregeln:  (A+B)" = AT+B"

A*B=B*A (nur A und By, Cik = @i *bytai*bact...)
(A*B)" = AT*BT
A*E=A
A*A'=E
A'=1/A
o (10,
Spiegelungsmatrix (an x-Achse) y= (O J *
) ) ~ [cosﬂ —sinﬂj .
Drehmatrix (um Winkel ) y=| . *X
sing cosg
Determinanten:
Definitionen: Determinanten nur bei nxn Matrix
A =reguldr det A=0 (A quadratisch, E z.B. regulér
A = singuldr det A=0
Rechenregeln:  det A=0 wenn Spalte oder Zeile nur Nullen enthlt eine Zeile ein Vielfaches einer anderen
det E=1
det(A*B)=detA*detB A,B gleichartig und quadratisch (Multiplikationssatz)
det A=a;1*axn™..*a, bei einer Dreiecksmatrix
det A=det A"

(det A)*=1/det A

Beim Vertauschen zweier Zeilen oder Spalten dndert die Det. Ihr Vorzeichen

Bei Multiplikation einer Zeile oder Spalte mit c,multipliziert sich die Det. mit ¢

Det. bleibt gleich, wenn man zu einer Zeile(Sp.) ein Vielfaches einer anderen addiert
Laplacescher Entwicklungssatz: (Entwicklung nach Zeile(Spalte) mit meisten Nullen)

det A= Zaik (-1 *det A, (Entwicklung nach i-te Zeile bzw. k-te Spalte)

i=1

Inverse Matritzen:

Definition: A*X=X*A=E > X=A" (inverse Matrix) > A*A=E

zu jeder reguldren Matrix nxn gibt es genau eine inverse Matrix

(Hay oy Hay . ay
1 O, FHa, (Do - ay 1
-1 _ — * i+

A= det A Ny (o (Hag, . s |= det A A + Qzgiterspatte U = (F1) *det A,

Oy, Uan U3y U

Lineare Gleichungssysteme:

Definition: AX=C ¢ = 0 LGS homogen , € # 0 >LGS inhomogen X ist gesucht
Lasbarkeitskriterien fur inhomogene nxn LGS:
AX=C S>detA=0 —>genau eine Losung(eindeutig l6sbar)

2>detA=0 —>unendlich viele Losungen (I6sbar)

—>keine Losung (unldsbar)
Losbarkeitskriterien fir homogene nxn LGS:

AX=0 ->det A=0 ->genau eine Losung
>det A=0 —>unendlich viele Lésungen
Losung mit Hilfe von inversen Matritzen:
X=A"*C A =nxn und regular,c=Losungsvektor A™ = ﬁ* AdjA
e

Losung mit Hilfe der Cramerschen Regel: (A muf regulér sein, det A=0)
Eigenwerte und Eigenvektoren von Matritzen:
Definition: AX = AX
Spektrum von A Menge aller Eigenwerte von A
Rechenregeln:  det A=A, *A,*...*4,



Spur A=A, + A4, +..+4,

A regular und invertierbar: A Eigenwert zu A= 1! Eigenwert von A
Eigenvektor zu A von A = Eigenvektor zu ! von A
A hat gleiche Eigenwerte wie A"

a,-4A .. a
Bestimmen der Eigenwerte : P(1) =det(A-AE)=| .. . .. |=0 (charakterist. Gleichung)
a, .. a,—-4
Einsetzen der Eigenwerte und Bestimmen der Eigenvektoren:
Losen der LGS (A— AE)X =0
(Alle Eigenwerte in A einsetzen und zugehdrige Eigenvektoren bestimmen), LGS mit Gaus-Algorithmus l16sen!!!

1n

Reihen:
Konvergenz einer Reihe:
Eine Reihe heiflit konvergent mit dem Grenzwert s, wenn die Folge der Partialsummen gegen s
konvergiert, sonst divergent.

o

Z(aan +ﬂon) = aga" +,8ng

n=0
ian konvergent > lima, =0 Hinweis: il-i- i—l = il— 1 0 (div+div=konv)
n=0 e n=1 n n=1 n n=1 n n
. . N 1 ; . . .
geometrische Reihe : Zq” = 1_ Jfur g<1 (auch neg,), sonst divergent, n muR bei 0 beginnen
n=0 —-q
. . -1 > 1 y .
harmonische Reihe : Z— , Z— divergent fiir a<1, konvergent fir o >1
n=1 n n=1 na
Majorantenkriterium: an konvergentund [a [<bh > Zan konvergent
n=0 n=0
absolute Konvergenz: Z a, | konvergent > Zaﬂ absolut konvergent
n=0 n=0
Wurzelkriterium: Iimn an| =q g<l: Zan konvergiert absolut
n=0
g>1: Zan divergiert ,0=1:keine Aussage
n=0
. A . ofan . -
Quotientenkriterium: I[m— =q g wie Wurzelkriterium
Leibnitz Kriterium: alternierende Reihe Z(— 1)n a, konvergent, falls a, monot.Nullfolge
n=0
Potenz- und Taylorreihen:
N n . 1 .
Konvergenzradius R von Zan(x - XO) : 1LR= Ilm—| 2.R=Ilim—"
n=0 " an e n+1

Konvergenzintervall | wird um Entwicklungspunkt X, verschoben (Xo-R,Xo+R)
= d n = n-1
Gliecweise Differentiation: f*(x) = >_a, %) = 2n~a (x-x,) (<) in | diff*bar
n= n=1
. ) R . - n - an n+1 ) .
Gliedweise Integration: J f(x)dx = nZ:l;anj‘(x - xo) dx = (;m(x - xo) j +c f(x)in | diff’bar

f’(x) = Taylorreihe =» f(x) = ‘[ Taylorreihe

K fm)(xo)

Taylorformel: FX)=T,(X)+ R (x) = ;T<x - XO) + R (%) Tk(X)= Taylorpolynom vom Grad K
_ _ f 0 (5) _
Restgliedformel von Lagrange: R(x) = W(x - xo) ,0 zwischen xg und X
|X —x K+1
. . . (K+1) 0
Restgliedabschatzung: IR ()| < {<max| f (t)|>—( < 1) J tefab]
Taylorreine: —ZL)%)( ) inG@b) <> limR(X)=0in(ab
aylorreihe: (x) = 2" X=X, in(ab) <-> lim «(X)=0in(a,b)
f(x)+g(x)= Z (a, +b,)x" bei gemeinsamem Konvergenzbereich
n=0

Funktionen mehrerer Variablen:



Partielle Differenzierbarkeit:
Eine Funktion ist an einer bestimten Stelle partiell nach der Variablen x, diff’bar die Grenzwerte
der Differenzenquotienten existieren.

Vertauschungssatz von Schwartz:  f,y, = fyx, = f,yx

Ebenengleichung: z=zo+A(X-Xg)+B(X-Xo) (Dreiecksflache bei b,c und o : A=0.5*b*c*sin o)
Tangentialebene: z = t(xY) = f(x0,yo) +fx(Xo0,Y0) (X-X0) +f,(X0,Yo) (Y-Yo) ¥ wenn z, gegeben f(xo,yo)= zo
Das totale Differential: dz=df=f(Xo,yo)dx+f,(Xo,yo)dy n=2
df =2 f,(p, ), 4 n=beliebig
i=1

Fehlerrechnung: Af~df , absoluter Maximalfehler |Azpay| = £([fxaAXq|+... HfnAXq])
Extremstellen mehrerer Variablen
Notwendige Bedingung: f(Xy,...,Xn) besitzt in Py(ay,...,a,) ein relatives Extremum
2 fau(ag,....an) = fra(ag,....an) =...= fxn(@g,..,.an) = 0 (waag. Tangentialebene)
Hinreichende Bedingung:

fxx(xolyo) fxy(xo’yo)
fyx(xolyo) fyy(xo'yo)
A>0: rel.Extremum in (Xo,Yo)

fux(X0,Y0)>0 = rel. Min. fix(X0,Y0)<0 = rel. Max.
A<0: Kkein Extremumiin (Xo,Yo)  (Sattelpunkt)

A=0: keine allgemeine Aussage moglich
Extremwerte unter Nebenbedingungen: 9(Xq,...,Xn)=0

F.(X,Y)
F,(x,y)

Doppelintegrale: (Integrations-Reihenfolge vertauschbar, wenn Integrationsgrenzen konstant)
Bestimmung der Integrationsgrenzen: erstx, y=f(x), z=f(x)y)
Berechnung von Doppelintegralen:
1. g(x),h(x) stetige Funktionen, B={(x,y) € R®:a<x<h, g(x) <y <h(x)} : B=Normalbereich

” X,y dxdy _[fif)f (X, y)dy}dx

a| g(x)

A= A(meo) = = fxx(X07y0)fyy(XO’y0) —f ZXV(Xo’yo)

Implizite Funktionen:  Ableitung: y'=f'(x)=-

2. ply),q(y) stetige Funktionen, B={(x,y) € R*: c<y <d, p(y) <x < q(y)} : B=Normalbereich

” xydxdy j{q]‘wf(x,y)dx}dy

c [ p(y)
Geometrische Deutung des Doppelintegrals:

J.J. f (X, y)dxdy = Volumen zwischen der Flache z=f(x,y) und B

J. dxdy = Flacheninhalt von B
B

Doppelintegrale in Polarkoordinaten:
H f(x,y)dxdy = ” f(r*cose,r*sing)*r*drde
B B*

B=Bereich der xy-Ebene
B*=zugehdriger Bereich der rp-Ebene , x=r*cos ¢ , y=r*sin ¢

Dreifachintegrale (Volumenintegrale):

Berechnung:
JIfocy.zav = jj{ jf(xyz)dz}dxdy j[q]pf(]”f(x,y,z)dz}dy}dx
7 Lot +LitoLtt
Anwendung: UJ' dV =Volumenintegral von V
gomttsrr s x, = o[y y il o= L (a

I1(V) = Volumeninhalt von V
- Ladundsdichte ||| o(X,y,z)dV

Substitutionsregeln fir Volumenintegrale:

1. Zylinderkoordinaten X=I*C0S @ r e [0,0)
y=r*sin ¢ ¢ € [0,2n]
7=z reR

*=zugehoriger Bereich von V

J.J.J. f(x,y,2)dV = ”I f(r*cose,r*sing,z) *r *drdgpdz

2. Kugelkoordinaten X=r*cos ¢*cosd r e [0,:0)
y=r*sin ¢* cos & ¢ € [0,2n] @=Langenkreis



Z=r*sin & 8 e [-n/2, nl2] 8=Breitenkreis
*= zugehoriger Bereich von V

f(x,y,2)dV = f (r*cosp*cosd,r*sing*coss,r*sind) *r? *coss*drdgpds
Il Jif

Differentialgeometrie:
Parameterdarstellung einer Kurve:

X(t) cost
allgemein: r(t) =1 y(t) telab] Einheitskreis: r(t)=| sint |, te[0,2n]
2(t) 0
] = a*cost
Ellipse: r(t)= (b*sint) ,t e [0,2n]
R *cost t *cost
Schraubenlinie:  F(t) =| R*sint | ,t>0 r(t) =| t *sint | =Blechschraube
t t
Gerade: r) = a+t*b
Ableitung von Vektorfunktion:
V(t) = r'(t) - Geschwindigkeitsvektor a(t) = r''(t) - Beschleunigunsvektor
x'(t) .
r'(t) =| y'(t) | = Tangentenvektor r'(t) = |;8| = Einheitstangentenvektor
Z'(t)
Hauptnormaleneinheitsvektor = ;2;' , steht senkrecht auf Einheitstangentenvektor

Parameterdarstellung der Tangente in P mit Ortsvektor r(ty) : V(s) =T (t,) +sr'(t,)
Lange einer Kurve: (Punkt A - Punkt B: a=t(A) ,b=t(B))

=[roe o= JXO) +(v@) +z@)

Parameterdarstellung einer Flache:

x(u,v) a, +ub, +vc,
r(uv)=|yv)|=a+ ub + V¢ = a, +ub, +vc, | d=Ortsvektor b, € =Richtungsvektoren
z(u,v) a, +ub, +vc,
a*cosu*cosv
Kugeloberflache: F(u,v) =| a*sinu*cosv u e [0,2n], v € [-n/2, n/2]
a*sinv

X'(t)
Tangentenvektoren: I'(t) =| y'(t)

z'(t)

l
l
|

e, € &
Normalenvektor: (Uy,V,) =T, (Uy,V,)XT, (Ug,V,) N(U,,Vy) =T XTI, =|r, T, T3
Ir-vl rv2 If-v3

(senkrecht zur Tangentialebene)
P, (Ug, Vo ) XF, (U, V)

Normaleneinheitsvektor: ( Flachennormale)  1i,(u,,v,) =

rTu(uO’VO)XI_F:/ (UO’V(])
Tangentialebene: V(s,t) =1(U,,V,)+S*F, (U, v,) +t*T, (u,,v,)
Flacheninhalt einer Flache F:

O(F)= j Bj

2z h

dudv = ” \/l+ f2(x,y)+ fy2 (x,y)dxdy (z.B. Ij )=> Gebrauch von Polarkoordinaten
B 00

rXr,




Vektoranalysis:

vi(x.y.2) | (v
Darstellung eines Vektorfeldes: \7(X, Y, Z) =V, (X, Y, Z) =V,
Vy(X, Y, 2) Vy
Gradient eines Skalarfeldes: (f=Skalarfunktion, n=Einheitsvektor)
Richtungsableitung(Steigung) in Richtung Vektor a: n= ﬁ V =Nabla-Operator (part.Ableit.1.0rd)
a
P f.(xy.2)
E(X' y,2)=n* f (xy,2) | =n*gradf (x,y,2) gradf (x,y,z) = Vf(X,Y,2)
f.(x.y,2)

Geometrische Deutung von grad f: a) Ist grad f # 0 in einem Punkt P, so hat grad f die Richtung des groRten Anstiegs
b) Der Betrag |grad f| gibt den Maximalanstieg an (o = arctan(Anstieg) )
Aquipotentialfliche: Skalarfunktion: A={(x.y,z) € R®: F(x,y,z) =c} (Niveauflache)
Flachennormale: Gilt grad F = 0 in einem Punkt P der Aquipotentialflache, so steht grad F senkrecht auf A in P
_ AN N, N
vVi=V*V=—t24+—24+ 2%
X & a
Physikalische Deutung:  div V(X,Y,Z) = Quellendichte
div V(X,Y,2) >0 > P(x,y,z) ist eine Quelle
div V(X,Y,2) <0 > P(x,y,z) ist eine Senke
div V(X,Y,z) =0 - Vektorfeld quellenfrei

Divergenz: (v=Vektorfunktion) d

XNy Ay

i j kK & a

Rotation: (v=Vektorfunktion)  rot V.=VXV = o 2 2 = XAy
X & a a X

v, V, V| | A

X &

Physikalische Deutung: rot V zeigt in Richtung des Drehvektors
| rot V | = MaR fir die Drehgeschwindigkeit
rot V.= 0 - Vektorfeld wirbelfrei

rot V.= 0 > Vektorfeld =Wirbelfeld
Rechenregeln: (u,v=Vektorfunktion, f,g=Skalarfunktion)

V*f =grad f Skalarfunktion > Vektorfunktion
V*V =div V Vektorfunktion = Skalarfunktion
VXV =rot V Vektorfunktion = Vektorfunktion

grad(f+g) = grad f *grad g
div(U+V) =div U +divV
rot(U+V)=rot U+rot V
div (f* U ) = (grad f)* U +f(div U)
rot(f* U ) = (grad f)x U +f(rot U )
div(UxV) =V (rotl)- U (rotV)
rot(grad f) = 0 -> ein Gradientenfeld ist stets wirbelfrei
div(rotli) =0
div(grad f) = fy,+f,+f,,
Kurvenintegral einer Vektorfunktion: (V=Vektorfunktion, K=glatte Kurve)
b b

[vdr = [V (x(0), y(0),2(0) *F* (@)t = [(F (©) *F (D)t
2.B. A=j\7dr Arbeit im Kraftfeld langs V K

Eigenschaften:

IVdF = | vdr + | vdr Kurve K setzt sich aus Kurve K1 und K2 zusammen
K

deF =- j\?df Kurve K* entgegengesetzte Richtung zu K
K

Kurvenintegrale sind im allgemeinen nicht wegunabhéangig



Gradientenfeld: (rot V= 0 > V ist Gradientenfeld )

Gilt V =grad f - f Potentialfunktion zu V , V =Gradientenfeld (konservativ)
Gebiet: zusammenhangende und offene (ohne Randpunkte) Teilmenge von R®
Kurvenintegrale in Gradientenfeldern sind wegunabhéngig

9
- Abstand zweier Punkte P,Q : IVdF = '[Vdf = J (gradf )dr = f(x,Y,,2,) — f(X,,¥,,2,) (f=Potentialfunktion)
P K

K
Satz: V konservativ( V =grad f) <-> V wirbelfrei (rotV =0)
X y z
Potentialfunktion f(xy.2)= [ v, (50,0)ds + [ v, (x,t,0)dt + [ v, (x,y,u)du
0 0 0
Satz von GREEN (in der Ebene):

SEVdF = {3 fdx + gdy = ”(gx - fy)dxdy K: einfach geschlossene Kurve [\7 = (f x, y)D
K K 8

a(x.y)
f(B)= {Ndr - {>xdy fir V (x.y)= (2}
Oberflachenintegral: (FIuR einer Vektorfunk;ion durc:] eine Flache)
H vdO = _[J. V(F(u,v)) *[Fuva]dudv
F B

(v=Vektorfeld durch Flache)
Integralsatz von Stokes: (F=Fliche, K ihre Randkurve, V =ein auf F definiertes VVektorfeld)

ﬂ rotvdO = ﬁVdF Recht-Hand-Regel (Finger in Richtung Kurve K-> Normalenvektor in Richtung Daumen)
F K

Flacheninhalt von B:

F:r(uv)=Cc+ua+ vb (Parameterdarstellung der Fléche)

Nur Kurve in Parameterdarst. Bestimmen und in v einsetzen (v1=r(t)...)
Satz von GauR: (Divergenzsatz) (V=Korper, F seine Oberflache, V = ein in V definiertes Vektorfeld)

IﬂdideV =J‘FJ.\7d(3

Gewadnliche Differentialgleichungen:

Definitionen: g(x) Storfunktion
homogene Dgl. g(x)=0
inhomogene Dgl. g(x)=0

Losung von Dgl. 1.0rdnung:
Trennung der Variablen: (nur auf separierbare Dgl. anwendbar)

G(y)=F(x)+c mit G(y):jﬁdy und F(x)=j f (x)dx ,dann nach y auflésen

Substitution durch z=y/x: (Uberfilhrung in eine separierbare Dgl.)

y

y'= f(—j >Subst. Z=y/x > 7'= 1( f(z2)-2)
X

X

Losung von Dgl.: y'+f(X)y =

9(x)

(nur bei linearen Gleichungen)

y(x)=edrom (c + _[ g(x) *ejf(x)dxdx)

Lésung von Dgl. n.Ordnung mit konst. Koeffizienten:
Ableitung von komplexwertigen Funktionen mit reellen Variablen

W’(x) = u”(x)+jv’(x)

(eCX) T = oxe™

Ldésung homogener linearer Dgl. n-ter Ord. mit konstanten Koeffizienten:
Lésung der char.Gleichung | reell/komplex | Vielfachheit Losungen (Y bzw. vy)
A (Anzahl der Nullstellen) reell ginfach | C,e™+ Ce™ + ...
by reell k-fach | C,e™ Coxe™,...,Cixkle™

M=pHq komplex einfach | C; e™cos (gx), C, e™sin (gx)

Aa=p-jq

M=p+jq komplex k-fach eP*cos(gx),xe™cos(gx),... X<

Aa=p-jq leP*cos(qx)
ePsin(gx),xe™sin(gx),....x**
e”sin(gx)

Losung inhomogener linearer Dgl. n-ter Ord. mit konstanten Koeffizienten:

Y=YctYp

Bestimmung der partikularen Losung yp:

p,q herausfinden
geeignete partikuldre Lésung heraussuchen (Tabelle)
so oft ableiten wie notig
mit g(x) gleichsetzen
Koeffizientenvergleich

Lésung=allgem.Ldsung mit g(x)=0 + partikuldre Lésung




Storfunktion g(x)

Ansatzfunktion y,

e (agtagX+... FomXx™)

_ eSx(3+2x)

-x%+1

Bsp.:

e™(Bo+Px+...+Bmx™) X' t=Potenz wie g(x)
falls p keine NS von p(A)

™ (BotBuxt...+Pmx ) *X¢

falls p k-fache NS von p(L)

RESONANZ

e (aptouX+...+amx™) (cos gx,sin gx)

Bsp.: - €¥x%sin 3x
- X COS X
- €0s 3X + sin 3x

¥ (Bo+Bax+...+Bmx")COs (qx)+
e (yotyax+...+ymx™)sin (o)
falls p+jq keine NS von p()\)
X“e™(BotBrx+...+BmX™)

XeP (yotyax+... +ymX")

falls p+jq k-fache NS von p(1)
RESONANZ

Fourier-Reihen:
Fourier-Reihe von 2x-periodischen Funktionen:
Dirichletsche Bedingungen:

- Das Periodenintervall 143t sich in endlich viele Teilintervalle zerlegen, in denen

f(x) stetig und monoton ist

- In den Unstetigkeitsstellen existiert sowohl der links- als auch der rechtsseitige
Grenzwert (Funktionswert = arithmetisches Mittel dieser 2 Grenzwerte)
- f(x) konvergent in kompletten Intervall

f(x)~ %, i (a, *cos(kx) +b, *sin(kx))

allgemein: >
l 27 1 F4
a, = ;_([ f (x)dx a, = ;:[f (x) cos(kx)dx

a, <

f gerade: f (X) ~?+Zak * cos(kx)
k=1

f ungerade: f(x) ~ Z:bk *sin(kx)

k=1

2 ki
mit a, = ;j f (x) cos(kx)dx
0

2 T
mit b, = ;j f (x) sin(kx)dx

1 L
b, = ;j £ (x) sin(kx)dx
(Achsensymetrisch)

(Punktsymetrisch)

Fourier-Reihe von p-periodischen Funktionen: (beliebige Periodenintervalle)

i a8, ¥ .
allgemein: f (x) ~ ot Z:(ak *cos(akx) + b, *sin(akx))
k=1

%=3jumm
P

: LI o i
fgerade: f(X)~ 5 +Zak cos(akx) mita, =
k=1

R ES

mit b, =

OtV T o v [T

f ungerade: f (x) ~ Db, *sin(ekx)
k=1

IES

Fourier-Reihe in spektraler Darstellung:

f (x) cos(awkx)dx

f () sin(awkx)dx

2

5 cos(nz) = (-1)",

o sin(nz) =0

2% 20
a, ZBI f (x) cos(awkx)dx b, =EI f (x) sin(ewkx)dx

2 x*sinxk  2xcoskx  2sinkx
(_[x coskx = P - )
— 2 H
(IXZSinkxz X? cos xk +2xsmkx+2005kx)
k k2 k3

a, < QN
() =+ 25 (3, *cos(@kx) +b, *sin(kx) =+ 2 A, sin(akx+g,)
k=1 k=1

Amplitude A, =+a,’ +b,’

a
Phasenverschiebung ¢, = ar(:tanb—k

(Amplitudenspektrum,Phasenspektrum)
k

Kegelschnitte : Ax*+ By’ +Cx+Dy+E =0

A=B : Kreis
A=0 oder B=0 : Parabel
sgn(A) = sgn(B) : Hyperbel, sonst Ellipse
Kreis: X2HY2=r2, Hauptform: (x=x, P +(y-y, ) =r2
2 2
Ellipse: X2 _ Y2 _4 Hauptform: (x=xo) +(y_y0) -1
az b2 az b2
2 2
Hyperbel: ~ X*_Y?_,  Hauptform: (x=x,) _ (Y=Yo) _ 1
a2z az az bz
Parabel: y?=2pX Hauptform:  (y—y, )2=2p(x—x,)

p : nach rechts oder links ge6ffnet

Trigonometrische Funktionen:
Kosinussatz: a’ = b® + ¢’ — 2bc- cosa

_ 1 .
Flacheninhalt: A= Eab- sSiny e=2.718281828

Additionstheoreme: Sin(X, + X, )= sin X, - COSX, + COSX, - Sin X,
COS(X; + X, )= COSX, - COSX, +SinX, -Sinx,

Folgerungen: sin2x =2sin x - cosx

€0S2x = c0s? X —sin? X

: . X X
sinx, +sinx, =2sin—+—=%

a+pf
2

Lcos X2
2
a-p
2
X =X,
2

sina —sin = 2cos -sin

X+ X,

COS X, +COSX, = 2C0S -COS

sin2x+cos2x=1

Hyperbelfunktionen:
sinhx= e —-¢e~* tanh x = sinhx = ¥ —e™*
2 coshx e*+e™*




cosh x = e"+e™ coth x = coshx _e*+e™
2 sinh x

cosh? x - sinh?x = 1

e —e™*

Grenzwerte :

I|m——0llm(1+—)-—e limva=1

n—ow N—oo n—o

lim¥n =1

n—w

rel. Extremwert : f(x)==0 => xo
£ (X0)=F"" (X0)=...=F"D(x0)=0 und F™(xc)0

Integration: Quotientenr.: f (X)dx—ln|f(x)|+C

f(x)

Partielle Integration: IU(X)-V'(X)dX _ u(x)-v(x)fj.u’(x)v(x)dx

Integration von Partialbriichen:

M)

J'idx =Inx-akC,x=a
X—a

2 j';dx= ! (x—a)™+Cn>2,x=a

(x —-a)" -n+1
) J arctan 2x+p +C
K epxe ~Jag-p? Jaq - p?
Integration rationaler Funktionen: 1) = 2 &)
QX)
a) Polynomdivision, falls Fkt. nicht echt gebrochen
b) Nullstellen des Nenners bestimmen
P(x) _ P(X)
=>Reelle Produktdarstllg.: =
Q)  (x-.)(-)
c) Ansatz der Partialbriiche:
Bsp.: X242 A B Cx+D Ex+F
p.: = + + +
(x+212-(x2+1)2 x+1 (x+1? x2+1 (x2+1)?

d) Bestimmung der unbestimmten Koeffizienten:
aus c) =>

X2+2=(A(X+1) + B)(x2+1)2- ((Cx + D)(x2+1) + Ex+ F)(x+ 1)
Einsetzen geeigneter Werte fiir x, um Werte fiir A, B,... zu bekommen.

e) Werte:

von A, B,... in Partialbriiche einsetzen und jeden Part.bruch integrieren.

n ungerade: f hat in xo kein Extremum (Sattelpunkt)
n gerade: - £ (x¢)<0 => rel. Maximum
- f"(x¢)>0 => rel. Minimum
Wendepunkt: 7 (X0)=F""" (X0) =...=F"D(%0)=0 und f™(x)=0
n ungerade=> x, Wendepunkt fon f

Vektorrechnung:
linear abhéngig : nicht alle Faktoren der Vektoren gleich Null =>
Summe

der Vektoren gleich Nullvektor. b = - b
alle Faktoren der VVektoren gleich Null => Summe der
Vektoren gleich Nullvektor

linear unabhéngig :

kollinear : Vektoren, die parallel bzw. antiparallel zueinander sind
-> o5 o
(a xb= 0) ,d.h. linear abhangig
> -
komplanar : Vektoren, die in einer Ebene liegen | @ bc|=0

=> Vektoren linear abhéngig
Drei linear unabhéngige Vektoren :
(Gleichungssystem)

Basis im Raum :

Integration einiger nichtrationaler Funktionen:

Integral: Substitution:
1

J.r(e*)dx t=e" x=Int dx:Ydt
jr(sinx,cosx)dx

X . 1-t° 2
t=tan- ,sinx=——-, cosXx=—— ,dx=——dt

2 +1 1+t 1+t
jr(x,x/az—xz)dx X =a-sint dx = a-costdt

orthogonal : Basis, bei der alle VVektoren senkrecht zueinander sind
- - -
axb=c
normiert : Basis, bei der alle VVektoren den Betrag 1 haben
Richtungswinkel:  Winkel zwischen Vektor und Ebene
Skalarprodukt: a-b=|al-|b|-cosgp  senkrect=>0
a-b L )
@ = arcCoSy——— % (Schnittwinkel zweier Geraden)
Vektorprodukt:
- > nd B e .
axb=lal-|b|-sing  Parallel bzw. antiparallel =
ax b ist gleich dem Flacheninhalt des von den beiden Vektoren

aufgespannten Parallelogramms
Rechenregeln:

ax(bxc) = (a-¢)b- (a-b) ¢ nicht bei V"

Abstand 2er Punkte: d=(xo-X,)*+(Y2-y1)*+(Zo-21)?

Kurvendiskusion:

Quadratische Gleichung:

ABC-Formel: ax*+bx+c=0

%, = —b+b? —4ac
2a
PQ-Formel: x*+px+q=0

2
Ly L
42 -

X12 =

Krummungsverhalten: konvex: -f’in | streng monoton wachsend
-f’(x)>0 fur alle x in |
Konvex: -f”in | streng monoton fallend
-f’(x)<0 furalle x in |
Extremwerte:

Zweipunkteformel: y,-y;, Y — ¥

X, =X X =X

Tabelle von einigen Taylorreihen: (Benutzung durch Substitution nur bei Entwicklungspunkt von 0)

0 X2 X3 X_l (X—l)z (X—1)3
—t _ B B
Zo IEETRIPTIET Inx== St . 0<x<2
S (Y X2 x* X : X x* X
sinx = XM = X — e e SinhX = X+ 4 ot o
= (2n+1)! 31 57! 3 57
" 2 4 6
CosX = ) xz“:l—ﬁ X _x coshx =1+ 4+ 2 4 X
< (2n)! 21 41 6! 21 41 6!
— N @ n_ a a 2 (a] 3 L: N Xn
(1) _no(njx _1+(1jx+(2jx g 1ex 2
- 1 1 1) <
|nl—X - —Xn ,da —dX:—Inl—XJ,-C ( ) — an+1
| | ;n ‘[1—X | | 1—x s







